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2 = 0, x ∈ Ω,
(2+m22)v + avu
2 = 0, x ∈ Ω,
u|Γ = v|Γ = 0,{
u0(x) = u(0, x), u1(x) = ut(0, x),
v0(x) = v(0, x), v1(x) = vt(0, x).
の解の局所エネルギーが時間とともに減衰することが証明された. こ
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n ≥ 3とする. Rnの領域 κを空集合ではないとし, κ の境界 Γ = ∂κは滑らかで
あるとする. また, Ω = Rn \ κとおく.
次の波動方程式の混合問題を考える:
utt −∆u = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Ω




B1(0) := {x ∈ Rn
∣∣∣ |x| ≤ 1} ⊂ κ
であると仮定してよい. 更に, κは原点Oに関して星形であるとする. 即ち, νをΩ
の外向きの単位法線ベクトルとするとき,






















の時間変数に関する可積分性が考察されているが, 空間次元 nについて, n ≥ 6と
いう制限がついている.
本修士論文では一般の n ≥ 3のときに, 上の重み付きエネルギーの可積分性につ
いて研究した.
まず, 主定理を述べる:
定理 1. n ≥ 3かつ境界 Γは 条件 (1-0-2) を満たすとする. 初期値 f と gは実数値























u2t (t, x) + |∇u(t, x)|2
) 1
|x|4




2. ラプラス変換したものを評価する際には, そのスペクトルパラメーター kに
ついて, |k| ≤ 1の場合と |k| > 1の場合に分けて行う.
3. 今回工夫したのは特に |k| ≤ 1の場合の評価であり, その際, 参考文献 [4](あ
るいは参考文献 [6])で用いられた方法を応用した. それにより, 先行研究で




• 任意の x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Rn に対して, x · y =∑n
i=1 xiyiを xと yの内積とする.
• C+ := {k = ω + iµ
∣∣ ω ∈ R, µ > 0}
• K := {k ∈ C+
∣∣ |k| ≤ 1}








定義 (フーリエ変換). 可積分関数 f : R → C のフーリエ変換を次のように定義
する:





f(t)e−2πiωtdt, ω ∈ R
Plancherelの定理 . f ∈ L2ならば, ∥f∥L2 = ∥F [f ]∥L2 が成り立つ.







を満たすならば, ほとんどすべての xで, fn(x)は有限な極限関数 f(x)に収束し,
f ∈ L1(Ω), そして,
∥fn − f∥L1 → 0.
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2.3 命題
混合問題 (1-0-1)の解 u(t, x)のラプラス変換を v(x, k)とする. すなわち, 任意の




eiktu(t, x)dt, t > 0
である. すると, 波動方程式 (1-0-1)から次のヘルムホルツ方程式を得る.{
∆v + k2v = −g(x) + ikf(x), x ∈ Ω
v |Γ= 0
(2-3-1)
(2-3-1)の解 v(x, k)は次の命題 1を満たす:
命題 1. n ≥ 3かつ境界 Γは 条件 (1-0-2) を満たすとする. 初期データ f と gは実



















∣∣∣2) 1|x|4dx ≤ CCf,g|k|2 + 1 , k ∈ C+. (2-3-2)
命題 1に基づいて, 定理 1を証明することができる. また, 命題 1は n ≥ 6のとき
参考文献 [1]で証明されたが, 本論文では n ≥ 3のときも成り立つことを証明する.
命題 1で与えられた評価は, 非斉次項を h(x)に一般化して, 条件 (1-0-2)のもと,
ヘルムホルツ方程式 {














ここに, C(µ)は µに依存する定数であり, r = |x|である.
補題 1は参考文献 [2]で証明されている. 補題 1に基づいて, 次の命題 2と命題 3
が成り立つ.
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命題 2. Γは条件 (1-0-2)を満たし, h(x),∇h(x) ∈ L24(Ω)と仮定する. 任意のk ∈ C+
に対して, (2-3-3)の解 v(x, k)は次の評価を満たす:∫
Ω






命題 3. Γは条件 (1-0-2)を満たし, h ∈ C3(Ω∪Γ), ∇i∆jh(x) ∈ L24(Ω) (i, j = 0, 1)

























命題 1が成り立つことに基づいて, 定理 1を証明する.


































































も得られる. (3-1-1)と (3-1-2)を ωに関してのフーリエ変換と見なして, 逆変換す
ると,
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e−2µtt2u2t (t, x)dt = C
∫ ∞
−∞













を得る. (3-1-3)と (3-1-4)により,∫ ∞
0






























































に収束する. よって, (1-0-3)を得て, 定理 1が証明される.
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3.2 命題2の証明
証明. 先ず, 非斉次項を h(x) ∈ L2(Ω)に一般化して得たヘルムホルツ方程式{
∆v + k2v = h(x), x ∈ Ω,
v|Γ = 0
(3-2-1)
を考える. この問題の唯一な解 v(x, k) ∈ W 12 (Ω)が存在して, 解の実部と虚部を分
けて考える. v1, v2, h1(x), h2(x)をそれぞれ v(x, k), h(x)の実部と虚部とすると,
実部方程式: {
∆v1 +Rek





2v2 = h2(x), x ∈ Ω
v2|Γ = 0
(3-2-3)
を得る. そこで, 実部方程式 (3-2-2)に対して,
A(v1, k) = |∇v1|2 − Rek2|v1|2
















, r > 1　
T (J) = J ′(r) + (n− 1)J(r)
r
とおく.以下では上下の添字が一致しているときは常に和をとるものとする.
補題 2. v1をヘルムホルツ方程式 (3-2-2)の解とし, 任意の k ∈ C+に対して,










が成り立つ. ただし, ∂rv =
x
|x| · ∇vである.
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証明. 先ず,













































A(v1, k)T (J) (3-2-6)
を得る. (3-2-4), (3-2-5)と (3-2-6)を用いて補題 3が成り立つ.
補題 3. v1をヘルムホルツ方程式 (3-2-2)の解とし, 任意の k ∈ C+に対して,













































































































= h1(x)v1T (J) + h1(x)(∂rv1)J(r) + ∂rh1(x)v1J(r) (3-2-9)
であるので, (3-2-8)と (3-2-9)により, (3-2-7)が得られる.
補題 4. Γが条件 (1-0-2)を満たし, v1をヘルムホルツ方程式 (3-2-2)の解とし, 任
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となる. ただし, ∂νv1 = ν · ∇v1である. 最後の式の被積分関数が 0以下であること
を言いたい. そこで,
∂iv1 = (∂νv1)νi (x ∈ Γ) (3-2-11)
を示す. 任意に x0 ∈ Γをとり固定する. x0におけるΩに関する外向き単位法線ベ





ai(x0)τi(x0) + an(x0)ν(x0), (ai(x0) ∈ R, i = 1, 2, · · · , n− 1)
とかける. 両辺, τi(x0), ν(x0)との内積をとると, それぞれ
τi(x0) · ∇v1(x0) = ai(x0) (i = 1, 2, · · · , n− 1)
ν(x0) · ∇v1(x0) = an(x0)
となる. 境界条件より, ai(x0) = 0 (i = 1, 2, · · · , n− 1)であるので (3-2-11)が示さ
れる.
(3-2-11)より, ∂rv1 = (∂νv1)
x·ν
r




































































第 3章 証明 12
−∆T (J) = (n− 1)(n− 3)r















































































































































(|h1|2 + |∇h1|2)r4dx (3-2-14)
が得られる. (3-2-13), (3-2-14)により, 補題 4が成り立つ.
また, 虚部 v2は {
∆v2 + Imk
2v2 = h2(x), x ∈ Ω,
v2|Γ = 0









(|h2|2 + |∇h2|2)r4dx (3-2-15)
(3-2-10)と (3-2-15)により, 命題 2が証明される.
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3.3 命題3の証明
証明. 1. ヘルムホルツ方程式 (2-3-3)の解 vは仮定より,{
∆(∆v) + k2∆v = ∆h(x), x ∈ Ω
∆v|Γ = 0
(3-3-1)
を満たす. 混合問題 (3-3-1)に補題 1を適用して,∫
Ω














(|h|2 + |∆v|2), (3-3-3)
|∇v|2 ≤ C
|k|4
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3.4 命題1の証明







1. k ∈ K = {k ∈ C+














(g2 + |∇g|2 + |k|2f 2 + |k|2|∇f |2)r4dx










































他の部分を証明する前に, 先ず, 命題 2に対する次の系 1を示す.
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∣∣∣2 + |2k∇v|2 + ∣∣∣∇dh
dk
∣∣∣2)r4dx













































∣∣∣2 ≤ C|k|4(∣∣∣dhdk ∣∣∣2 + |k|2|v|2 + ∣∣∣∆dvdk ∣∣∣2) (3-4-8)







) = −2k∆v +∆
dh
dk















































































































































∣∣∣2 ≤ C|k|4(∣∣∣∇dhdk ∣∣∣2 + |k|2|∇v|2 + ∣∣∣∇∆dvdk ∣∣∣2) (3-4-16)





















を得る. 更に, 方程式 (3-4-11)に補題 1を適用して,∫
Ω































(|∇g|2 + |∇f |2 + |∆g|2 + |∆f |2

















































































証明. u(x, t)を波動方程式 (1-0-1)の解とし, その初期値 f と gの重み付きノルム
∥f∥L2p , ∥g∥L2pは有限であるとする.
帰納法より, 任意の p = 0, 1, 2, · · · 対して, 次の不等式が成り立つ:∫
Ω
(u2t + |∇u|2)rpdx ≤
∫
Ω
(g2 + |∇f |2)(r + t)pdx, t > 0. (4-0-1)
その証明は参考文献 [3]にあるが, 万全を期すために以下に証明を与える.
p = 0のとき, エネルギー保存則により,∫
Ω
(u2t + |∇u|2)dx =
∫
Ω
(g2 + |∇f |2)dx
が成り立つ.
p ≥ 0のとき, (4-0-1)が成り立つとする.
ηRp+1 :=
{
|x|p+1, 0 < |x| < R
Rp+1, |x| > R
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(Ω∞ := {x ∈ Ω





















































































































τ + |∇u|2)は単調増加関数列なので, Beppo Levi の単
















rp(|uτ |2 + |∇u|2)dτdx ≤
∫
Ω











rp+1(g2 + |∇f |2)dx+ (p+ 1)
∫
Ω


















(r + t)p+1(g2 + |∇f |2)dx (4-0-6)
となる. よって, (4-0-1)が成り立つ.
(2-3-3)により, h1と h2を hの実部, 虚部とし, v1, v2を vの実部と虚部とすると,
実部方程式: {
∆v1 +Rek




2v2 = h2(x), x ∈ Ω
v2|Γ = 0
を得る. 先ず, v1について考える. u1を混合問題
∂ttu−∆u = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,∞)































































(|∇u1|2 + |u1|2)rpdx (4-0-9)
となる. 更に,






























































































































(1 + t2)e−µt2p(rp + tp)dt







, t ≥ 0
と評価でき, 更に, r > 1なので,∫ ∞
0




(1 + t2)e−µt2p(rp + tp)dt+
∫ ∞
1




(1 + t2)e−µt2p(1 + tp)rpdt+
∫ ∞
1
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